Topologia
Lista 5 (zwartosé i sp6jnosé)
Zad 1. Pokazaé, ze podzbiér zwarty przestrzeni metrycznej X jest zbiorem domknietym.
Zad 2. Pokaza¢, ze domkniety podzbidr zbioru zwartego jest zbiorem zwartym.
Zad 3. Niech K CY C X. Pokazaé, ze zbiér K jest zwarty w X wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwarty w Y.

Zad 4. Dowies¢, ze przestrzeni metryczna (X, d) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia warunek Riesza,
to jest gdy: dla dowolnej rodziny {F; };er zbioréw domknietych

ﬂ F=0 =34, sycr Fun..nF, =0.
teT

Zad 5. Pokazac, ze przestrzern X z metryka dyskretnag jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér X jest
skoriczony.

Zad 6. Pokazaé, ze nastepujace zbiory nie sg zwarte:
a) A={(z,y) eR*: -1 <y—2 <3}, B=[0,1] x (0,1] na plaszczyznie euklidesowej R?,
b) A=[1,2] x {1}, B = {(x,y) € R? : y = x} na plaszczyznie z metryka studnia,
c) A=11,2] x {1}, B =R x {0} na ptaszczyznie z metryka rzeka.
Zad 7. Pokazaé, ze dla przestrzeni topologicznej X nastepujace warunki sa réwnowazne:
a) przestrzen X nie jest suma dwu roztacznych, niepustych zbioréw otwartych,
b) jedynymi podzbiorami domknieto-otwartymi w X sg () oraz X,
c) jesli X = Xy U Xo izbiory X1, X9 sa rozgraniczone, to znaczy
X1NXy=0 A X1NXs =0,
to jeden z nich jest pusty,

d) kazde przeksztalcenie ciagte f: X — D przestrzeni X w przestrzen dyskretna D posiadajaca conajm-
niej dwa elementy, jest state.

Zad 8. Ktore z podanych przestrzeni sa spojne:
a) przestrzen dyskretna,
b) przestrzen antydyskretna,
c¢) przestrzen (N, 7), gdzie 7 = {A C N : zbior N\ A jest skoniczony lub A = 0}.

Zad 9. Pokazaé, ze podzbiér A prostej euklidesowej R jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
liczb a,b € A takich, ze a < b kazda liczba ¢ € (a, b) nalezy do zbioru A.

Zad 10. Ktore ze zbioré6w w zadaniu 6 sa spdjne.

Zad 11. Wykazaé, ze przy odwzorowaniu cigglym obraz zbioru spdjnego jest zbiorem spdjnym, a zbioru
zwartego zbiorem zwartym.

Zad 12. Pokaza¢, ze kazdy zbior na plaszczyznie zwarty w metryce studnia lub rzeka jest zwarty w metryce
euklidesowej, ale nie na odwr6t.

Zad 13. Dowieé¢, ze w przestrzeni euklidesowej kula otwarta nie jest homeomorficzna z kula domknieta.
Zad 14. Czy nastepujace podprzestrzenie plaszczyzny euklidesowej R?
A={(z,y) eR*:z=(1—e Hcost,y = (1 —e )sint, t € [0,00), lub z? +¢* =1},
B={(z,y) eR?: 2= (1+e")cost,y = (1 +¢€')sint, t € [0,00), lub 2® 43> = 1}

sa homeomorficzne?



